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从近似高斯消元到图学习：
Laplacian 理论、可迁移的定理与 Graph DeltaNet 的接口

Reading Rasmus Kyng’s Approximate Gaussian Elimination
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以 Kyng（2017）博士论文与 Kyng–Sachdeva（2016）为主线
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Abstract

近似高斯消元的核心并不是把高斯消元逐项截断，而是在消元产生的稠密相互作用上构造
稀疏随机替代物，同时用谱序、有效电阻和矩阵鞅控制全局误差。本笔记从图 Laplacian
的能量形式出发，推导 Schur 补的变分解释、星形到团的精确消元、谱近似的继承、逆算
子与扩散稳定性，以及可微线性求解的梯度公式。随后解释 Kyng–Sachdeva 的无偏团采
样为何有效、为何无偏性本身还不够。面向 graph learning，区分能量保持、终端电阻保
持、图池化、隐式传播和训练梯度保证；面向多前驱 DAG Graph DeltaNet，提取多端口
消元、非交换路径和与非对称扰动界，而不把 Laplacian 定理错误地升级为任意图递归的
保证。最后给出可复现的数值恒等式核验及按优先级组织的研究路线。全文明确区分原文
定理、标准事实、本文推导和待验证设想。

Keywords: 图 Laplacian，近似高斯消元，Schur 补，谱稀疏化，有效电阻，图学习，
Graph DeltaNet

1 读什么，以及对当前研究最有价值的是什么

Kyng (2017)的博士论文 Approximate Gaussian Elimination 是一组相互关联的算法与分析
技术：通过近似消元构造 Laplacian 求解器、稀疏 Schur 补，并向块矩阵和有向系统扩展。
其中最适合逐式学习的是 Kyng and Sachdeva (2016)：它把随机采样直接嵌入 Cholesky 消
元，避免显式生成每一步的全部 fill-in。本笔记以这篇论文的原始算法为锚点，而不是把不
同年代的变体混成一个算法。

对当前以多前驱 DAG、残差 Delta 更新、Graph-UT、多端口 WY 和 GPU 分块为主线
的研究，最值得迁移的是消元接口的设计方法：先精确定义块内部被消去以后，边界必须
保留的算子和源项；再决定是否、在什么度量下近似这个接口。Laplacian 提供了一个异常
完整的成功范例，但其成功依赖对称性、正权重、半正定序和电阻几何。保留这些假设的模
块可以直接利用谱理论；不具备这些假设的 DAG 递归需要单独的非对称分析。

全文使用四种标记：[原文] 表示已发表论文或博士论文中的结论；[标准] 表示线性代数
或图谱理论事实；[推导]表示在本文列出的假设下由这些事实直接推出、并非声称新定理的
结果；[设想] 表示尚需算法、复杂度或学习实验验证的方向。证明只覆盖所写命题；第6节
是原论文概率证明的路线图，不冒充完整复现其全部技术引理。
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研究目标 最有用的工具 保证止于何处

稀疏图上的稳定传播 谱近似、预条件、resolvent 界 不自动保证任意非线性 GNN 或训
练轨迹

保留关键节点的图缩减 Schur 补、谐波延拓、终端电阻 不是保留所有原节点信息或全部特
征向量

可微 Laplacian 模块 原算子隐式微分、伴随求解 前向近似不等于梯度近似
多前驱 DAG Delta递归 精确多端口消元、非交换路径和 不能直接套用 PSD 谱序或电阻采

样
并行与 GPU 实现 块消元、依赖图、设置成本摊销 代数可并行不等于已获得 GPU 加

速

Table 1: 从研究需求反向选择定理，而不是从“都在做图消元”推断可直接迁移。

2 Laplacian 的基本语言与两个不能混用的误差约定
2.1 能量、零空间和兼容的右端项
设 G = (V,E,w) 为无向连通图，n = |V |，m = |E|，每条无向边只计一次；允许平行边，
边权严格为正。给边任意定向只为定义关联矩阵，令 be = eu − ev、B ∈ Rm×n，则

L = B⊤WB =
∑
e∈E

webeb
⊤
e = D −A, x⊤Lx =

∑
e={u,v}

we(xu − xv)
2. (1)

边定向不会改变 L。对多通道节点表示 H ∈ Rn×d，

∥H∥2L,F := tr(H⊤LH) =
∑

{u,v}∈E

wuv ∥Hu −Hv∥22 . (2)

这解释了图平滑正则的准确含义：惩罚加权邻接差异，而不是无条件地让所有节点表示相
同。常量信号不产生能量，因而连通图满足 L ⪰ 0、kerL = span{1}。∥x∥L 在全空间只是
半范数，在 1⊥ 上才是范数。
方程 Lx = b 可解的条件是 1⊤b = 0。其解相差一个常量；选取均值为零的规范后，

x = L†b，其中 † 表示 Moore–Penrose 伪逆。另一个合法办法是固定一个节点电位后求解接
地的正定系统，但不能混淆两种规范下的坐标值。若图不连通，则每个连通分量的右端项
均须和为零，且下面的 n− 1 应替换为 n− c，c 为分量数。

2.2 谱近似究竟近似了什么
本文主要使用下列约定，0 < ε < 1：

(1− ε)L ⪯ L̂ ⪯ (1 + ε)L ⇐⇒ |x⊤(L̂− L)x| ≤ εx⊤Lx (∀x). (3)

它同时控制所有信号的二次能量，而不只是采样的一批训练特征。若 L, L̂都半正定，式(3)也
强制两者具有相同零空间。在 1⊥ 上，它等价于∥∥∥L†/2(L̂− L)L†/2

∥∥∥
2
≤ ε. (4)

因此“小”指的是相对图能量的误差，不是矩阵各元素小，也不是
∥∥∥L̂− L

∥∥∥
F
小。高条件数

系统中，这个区别直接影响求解稳定性。
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原文符号警告。 Kyng (2017, 第 2 章) 使用指数约定

M ≈exp
η N ⇐⇒ e−ηM ⪯ N ⪯ eηM. (5)

而 Kyng and Sachdeva (2016) 的主要定理以 1± ε 表述。前者的误差参数可沿近似链相加；
后者的上、下界分别相乘。式(3)蕴含指数误差 η = − log(1− ε)；反过来，取 η = log(1 + ε)
足以使指数近似蕴含式(3)。只能说小误差时二者同阶，不能不经转换直接复用精确常数。

2.3 归一化 Laplacian 与改变度矩阵的陷阱

无孤立节点时，归一化 Laplacian 是 L = D−1/2LD−1/2，其零向量为 D1/21，不是 1。对
式(3)施加同一个合同变换 D−1/2，谱序仍成立；但是若近似图重新计算了 D̂，D̂−1/2L̂D̂−1/2

不再是该合同变换的直接结果。度归一化变化需要另行分析。类似地，I −D−1A 的随机游
走形式一般非对称，通常要通过相似变换回到对称空间，而不是直接套用欧氏范数结论。

3 精确消元：Schur 补为什么是正确的图接口

3.1 分块恒等式、变分解释与谐波延拓

把节点分成被消去的 F 和保留的 C，按 (F,C) 排列。假设 C 非空且每个连通分量都接触
C，则 LFF ≻ 0。定义

S = SchurC(L) = LCC − LCFL
−1
FFLFC . (6)

精确分块分解为

L =

[
I 0

LCFL
−1
FF I

] [
LFF 0
0 S

] [
I L−1

FFLFC

0 I

]
. (7)

Proposition 1 (Schur 补的能量最小化性质，[标准]) 对任意终端信号 y ∈ R|C|，

y⊤Sy = min
z∈R|F |

[
z
y

]⊤
L

[
z
y

]
, z∗ = −L−1

FFLFCy. (8)

Proof 令 r = z + L−1
FFLFCy，展开得到原二次型为 r⊤LFF r + y⊤Sy。第一项非负且当且

仅当 r = 0 时为零，结论成立。

令谐波延拓矩阵

Q =

[
−L−1

FFLFC

I

]
, Q⊤LQ = S. (9)

因此消元不是忽略内部节点，而是将其置于与边界条件相容的最低能量状态。S 仍是无向
图 Laplacian；保留的是边界可见的等效相互作用，可能比原图稠密得多。这也是电网络
Kron reduction 的含义 (Dörfler and Bullo, 2013)。
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Figure 1: 精确星形–团变换。图为根据式(11)绘制的原创示意；每个终端信号的谐波延拓能
量，以及任意两终端的有效电阻，都保持不变。

3.2 最值得记住的局部公式：星形变成加权团

消去节点 v，令其不同邻居的总连接权重为 a1, . . . , ar，dv =
∑

i ai。该星形的 Laplacian 及
产生的团为

Lstar(v) =

[
dv −a⊤
−a diag(a)

]
, (10)

Cv = diag(a)− aa⊤

dv
=

∑
i<j

aiaj
dv

(ei − ej)(ei − ej)
⊤. (11)

新边权为 aiaj/dv。一次精确消元可能创建 Θ(r2) 个邻居对，这就是 fill-in 的源头。若把无
序对求和改成全部有序对，必须补上 1/2，否则能量被多算一倍。
例如 a = (1, 2, 3)⊤ 时，

S =

 5/6 −1/3 −1/2
−1/3 4/3 −1
−1/2 −1 3/2

 . (12)

对终端信号 y = (1, 0,−1)⊤，内部最优值 z∗ = −1/3，原星形最小能量和 y⊤Sy 都是 10/3。
反之，直接取三个叶节点的诱导子图，会得到没有边的零矩阵，把这部分边界关系完全丢
掉。

3.3 只保留 Schur 矩阵还不够：右端项与回代

若原任务是解 Lx = b，消元后的系统与回代是

SxC = gC , gC = bC − LCFL
−1
FF bF , (13)

xF = L−1
FF (bF − LFCxC). (14)

当 b ⊥ 1 时，gC ⊥ 1C。xC 的任意常量规范经回代形成一个原系统解，最后可以整体减去
均值。图中有内部特征注入、源项或 bias 时，只替换邻接/Schur 矩阵而漏掉 gC，一般不
会得到等价计算。这条原则在后面的多端口 DAG 消元里同样重要。
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4 最可直接复用的三个谱结论
4.1 谱误差经过 Schur 补不会放大
Theorem 2 (Schur 补继承谱近似，[标准]) 设 L, L̂ 满足式(3)，且相同划分的内部主块可
逆。令 S = SchurC(L)、Ŝ = SchurC(L̂)，则

(1− ε)S ⪯ Ŝ ⪯ (1 + ε)S. (15)

Proof 对固定 y，将式(3)作用于全部 [z; y] 并对 z 取最小值。下界使用每个 z 均成立的不
等式，上界可代入 L 的最优延拓。由式(8)得到结论。
这是“先稀疏化再消元”的重要理论接口。它不是说多层各自再引入一次 ε 误差后总误差
仍为 ε：若层层重新近似，误差界要相乘；指数约定下则相加。工程上必须区分误差的传递
与新误差的注入。

4.2 逆算子、解误差与预条件数
Proposition 3 (逆的稳定性，[标准/推导]) 在共同零空间的正交补上，式(3)蕴含

1

1 + ε
L† ⪯ L̂† ⪯ 1

1− ε
L†. (16)

对 b ⊥ 1，令 x = L†b、x̂ = L̂†b，则

∥x̂− x∥L ≤
ε

1− ε
∥x∥L . (17)

Proof 限制到 1⊥ 并写 L̂ = L1/2(I + E)L1/2，其中 ∥E∥2 ≤ ε。矩阵 I + E 的特征值位于
[1− ε, 1+ ε]；取逆即得式(16)。又

∥∥(I + E)−1 − I
∥∥
2
≤ ε/(1− ε)，在能量坐标中得到式(17)。

因子 1/(1− ε) 不能随意删掉：当 L̂ = (1− ε)L 时，非零 b 使该界取等号。以 L̂ 作为 L 的
预条件器，相关的非零广义特征值条件数满足

κ ≤ 1 + ε

1− ε
, ∥ek∥L ≤ 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)k

∥e0∥L . (18)

因此可以只构造常数精度的稀疏因子，再迭代求解原方程至高精度，而不必把因子本身构
造成最终求解容差。若直接要求分解误差趋近零，ε−2 的代价可能很高。处理奇异因子时，
要采用接地系统或兼容子空间的投影/规范；一般不能把普通逆的合同公式机械替换成伪逆
公式。

4.3 有效电阻与 leverage score：什么边是谱意义上的重要边
定义

Ruv = (eu − ev)
⊤L†(eu − ev), τe = weRuv. (19)

Ruv 衡量两节点之间的等效电阻，τe 是边相对于整个图的 leverage score。两个基本恒等/不
等式为

0 < τe ≤ 1,
∑
e

τe = n− 1. (20)
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第一式来自 webeb
⊤
e ⪯ L 的白化；第二式来自

∑
eweb

⊤
e L

†be = tr(L†L) = n − 1。桥边的
leverage 为 1，不因它的权重小就不重要；相反，存在许多替代路径的边可能具有较低
leverage。这个分数表示图几何的相对重要性，不等价于某个监督任务的特征归因分数。
对终端 u, v ∈ C，精确 Schur 补满足

(eu − ev)
⊤L†(eu − ev) = (eCu − eCv )

⊤S†(eCu − eCv ). (21)

可用单位电流注入和式(13)证明，因为此时 bF = 0，终端电位差不变。它并不意味着
(L†)CC = S†；准确形式需在终端上中心化：ΠC(L

†)CCΠC = S†，其中 ΠC = I − 1C1⊤C/|C|。
若再做谱近似，电阻按式(16)的倒数因子变化，而不是机械写成同一个 1± ε。

Spielman and Srivastava (2011) 的全局谱稀疏化把有效电阻变成采样分布：独立采样 q
次，令 pe = τe/(n− 1)，每次将抽中的边赋权 we/(qpe)。于是

EL̂ = L, q = O

(
n log(n/δ)

ε2

)
=⇒ (3) 以至少1− δ 的概率成立. (22)

这里抑制绝对常数；使用足够精确的电阻上界也可相应调整采样量。计算电阻本身不
是免费的，不能在复杂度论证中先用稠密伪逆算出全部电阻，再宣称整个流程近线性。
Kyng–Sachdeva 的局部算法重要之处之一，正是避免把每一步都变成完整的电阻计算。

4.4 行列式、生成树与图结构学习中的正则项
Laplacian 的奇异性并不妨碍定义其非零特征值乘积 det+(L)。矩阵树定理将它与加权生成
树配分函数联系起来 (Kyng, 2017, 第 2.4、4 章)：

Ztree(w) =
∑

T 为生成树

∏
e∈T

we, det
+
(L) = nZtree(w). (23)

因此当图保持连通、支撑固定且边权为正时，

∂ log det+(L)
∂we

= Re,
∂ logZtree
∂ logwe

= weRe = PT (e ∈ T ). (24)

这里 PT (T ) ∝
∏

e∈T we。第一式可对 log det(L+ 11⊤/n) 微分证明；第二式直接对树配分函
数微分。由此，leverage 同时是谱采样分数和随机生成树的边缘概率。但这些边缘概率不意
味着树内各边独立；独立按同样边缘概率采边，通常不是生成树分布。
这给 graph structure learning 一个不同于消息传递的应用。若中心化信号 x(j) ∈ 1⊥ 由

精度矩阵为 L 的高斯模型描述，平均负对数似然（略去常数）为

J (w) = 1

2N

N∑
j=1

(x(j))⊤Lx(j) − 1

2
log det

+
(L) + λΩ(w). (25)

[推导] 对可微正则 Ω，其边权梯度等于经验边差平方均值的一半，减去 Re/2，再加正则梯
度。只最小化平滑能量容易鼓励权重缩小；log-determinant 项提供概率模型所需的归一化
约束。若允许图断开，则零空间维数变化，不能不修改模型便沿用上述似然和导数。
精确消元还可分解行列式。选根节点 r ∈ C 并接地，便有

detLV \{r},V \{r} = detLFF detSC\{r},C\{r}. (26)
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不过从谱近似估计 log-determinant 时必须注意维度：式(3)仅直接给出

| log det
+
(L̂)− log det

+
(L)| ≤ −(n− 1) log(1− ε). (27)

这是广义特征值逐个取对数后的求和界。常数级谱精度并不自动对应维度无关的小似然误
差；若论文主张高精度配分函数或图生成概率，还需要专门的误差预算，而不是只报告谱
稀疏度。

5 Kyng–Sachdeva：用稀疏随机团替代稠密 fill-in
5.1 先理解完整分解，再理解随机部分

对当前 Laplacian St 消去节点 v，令 d = (St)vv、c = St[:, v]/d。当 d > 0 时，记录一个秩
一因子 dcc⊤，精确剩余矩阵是 St − dcc⊤；这等价于删去 v 的星形，再加上式(11)的团。对
连通图而言最后一个节点的对角为零，应单独处理，不做除零操作。Kyng and Sachdeva
(2016) 的随机步骤只有一个原则：用 Ĉv 替代 Cv，但保留精确抽取的当前列因子。

Theorem 4 (近似稀疏 Cholesky，[原文]) 设 L 是 n 个节点、m 条边的连通正权无向多
重图 Laplacian。对 0 < ε ≤ 1/2 和失败指数 a > 1，Kyng and Sachdeva (2016, Theorem
3.1) 的算法返回置换 P、下三角矩阵 R、非负对角矩阵 D，使

P
[
(1− ε)L ⪯ PRDR⊤P⊤ ⪯ (1 + ε)L

]
≥ 1− 2n−a. (28)

其运行时间和 R 的非零元数的期望均为 O(a2ε−2m log3 n)。

原文用 δ > 1 表示这里的 a；本文把 δ ∈ (0, 1) 留给通常的失败概率，以免误读。该定理保
证的是因子稀疏，不意味着把乘积 PRDR⊤P⊤ 显式展开后仍有相同的非零元数。求解器
应应用因子和三角求解，不能展开稠密乘积后再讨论加速。

5.2 原始 CliqueSample 的准确分布与无偏性证明

设当前节点 v 关联 r 条多重边，边 i 连接邻居 ui，权为 wi；此处 r 是边条数，d =
∑

iwi

是加权度，两者不能混用。执行 r 次独立采样，每次先以 wi/d 抽取第一条边，再以 1/r 均
匀抽取第二条边 j。若 ui ̸= uj，输出一条连接两邻居的边，权为

hij =
wiwj

wi + wj
; 若ui = uj 则输出零贡献. (29)

注意它不是直接以 wiwj 抽一对再照抄精确团边权。对一对不同的边索引 i, j，一次采样抽
到无序对的概率是 (wi + wj)/(dr)，因此其 r 次总期望权为

r · wi + wj

dr
· wiwj

wi + wj
=

wiwj

d
. (30)

将连接相同邻居的多重边贡献合并，就得到精确团；所以 E[Ĉv | St, v] = Cv。输出至多 r
条边，局部采样可在线性工作量内完成。算法真正解决了“生成 r2 个候选再稀疏化”这个
潜在瓶颈，而不是只把最终存储量变小。
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Algorithm 1 KS16 近似消元的结构性伪代码（不是生产级求解器）
输入： 连通正权无向图 G，精度 ε ≤ 1/2，失败指数 a > 1
输出： 置换及近似 Cholesky 因子

1: ρ← ⌈12(1 + a)2ε−2 ln2 n⌉
2: 每条权重 w 的边拆成 ρ 条权重 w/ρ 的平行边
3: 选取节点的均匀随机排列；令当前图矩阵 S ← L
4: for 排列中除最后一个以外的节点 v do
5: d← Svv；若 d = 0，记录零对角并跳过该节点
6: 记录 c← S[:, v]/d 及 d
7: 用式(29)的加权/均匀双抽样构造 Ĉv

8: S ← S − Lstar(v) + Ĉv，删除已消去坐标
9: end for

10: 将记录的列、对角与置换组织为 P,R,D；处理零对角终点

5.3 为何要拆边，以及为何消元顺序是定理的一部分
拆成平行边不改变 L，但降低每一次随机贡献的相对尺度。固定原始图的有效电阻，把一
条当前边的尺度写为 wRL

uv。拆分后的初始边均满足该值不超过 1/ρ。如果两条当前星形边
也满足这个界，则由有效电阻的三角不等式，

hijR
L
uiuj
≤ hij

(
RL

uiv +RL
vuj

)
≤ wiwj

wi + wj

(
1

ρwi
+

1

ρwj

)
=

1

ρ
. (31)

这揭示了调和型权重的第二个作用：它不仅给出正确的期望，还使新生成的边继续满足小
leverage 上界。这是 Laplacian 特有的几何闭包，不是对任意矩阵秩一项都成立的事实。
均匀随机消元顺序用于控制剩余图上被处理的平均度、累积工作量和方差。实际实现常

偏好低度消元，但不能把定理4中的随机排列直接换成任意确定性的最小度规则，然后沿用
原来的概率与时间结论。类似地，原始局部采样的输出不必每次都连接全部邻居；高概率
的全局谱结论与逐步确定性的连通性保证不同。后续实用算法在采样与数据结构上作了专
门设计，不能与原始算法视为逐行相同 (Gao et al., 2023)。

6 为什么局部无偏能够累积成全局谱保证
6.1 关键转换：不是乘一串近似比，而是追踪加性误差
把已消去坐标补零后，令 Ŝk 表示剩余图，dtctc

⊤
t 表示之前记录的因子。定义

Zk =
∑
t≤k

dtctc
⊤
t + Ŝk, Z0 = L. (32)

一次操作精确记录当前消元列，仅把团替换成随机团，所以

Zk − Zk−1 = Ĉk − Ck, E[Zk − Zk−1 |过去历史及当前主元] = 0. (33)

尽管后续团取决于过去的随机结果，误差仍构成适应性矩阵鞅。把“每一步是独立噪声”作
为证明前提是不对的；正确的是给定过去后的条件均值为零。
用固定的原始 L 白化：Yk = L†/2(Zk − L)L†/2。目标是 ∥Yk∥2 ≤ ε，而不是每步在不断

变化的 Ŝk 度量下单独证明小误差后未经转换就相加。由于式(31)，单次采样边以及其条件
期望的白化矩阵都位于 [0, I/ρ]，相应中心化增量的算子范数不超过 1/ρ。
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6.2 矩阵 Freedman 不等式及其使用条件
对自伴鞅差 Xt，假设 E[Xt | Ft−1] = 0 且 ∥Xt∥2 ≤ R。令

Yk =
∑
t≤k

Xt, Vk =
∑
t≤k

E[X2
t | Ft−1]. (34)

Tropp (2011) 的矩阵 Freedman 不等式经正、负两尾联合，可写成

P
(
∃k : ∥Yk∥2 ≥ t, ∥Vk∥2 ≤ σ2

)
≤ 2d exp

(
− t2

2(σ2 +Rt/3)

)
, (35)

其中 d 是矩阵维数。它需要控制可预测二次变差，不是只控制终点噪声的期望或逐步最大
值。对于每个主元下的独立边样本，可利用 X2 ⪯ ∥X∥2X（对 PSD 的未中心化样本）把
条件方差控制为团矩阵的倍数。
原始分析还利用：在剩余 rk 个节点上均匀选择主元时，团不超过对应星形，而所有星

形之和为当前 Laplacian 的两倍，因此

Ev[Cv | Ŝk] ⪯
2

rk
Ŝk. (36)

调和级数
∑

k 1/rk = O(logn)随之出现。在尚未离开谱误差良好事件时，̂Sk ⪯ Zk ⪯ (1+ε)L，
于是白化后的期望方差具有约 logn/ρ 的尺度。
这一步还不是完整证明。对方差的期望上界不能直接替代式(35)要求的路径级高概率界；

而“尚未离开良好事件”本身又涉及待证明的量。KS16 用停止过程及其适应性采样分析处
理这些相互依赖，包括对方差累积的进一步控制。本节只给出结构性链条，精确常数与尾
概率应回到原文证明，而不能凭上面两行就宣称完成了定理4。

6.3 对图学习证明工作的启发与反例
可以迁移的证明习惯是：先找到精确的望远镜差分，再设计小增量和可控制的条件方差，最
后选择与任务相符的度量。不能仅凭 EL̂ = L 就说求解无偏，因为一般

E[(µI + L̂)−1X] ̸= (µI + L)−1X. (37)

仅在一维，正随机数的倒数就已经是非线性的。更不能据此推出带非线性激活、多层递归、
损失函数或随机训练过程的输出无偏。局部无偏是概率证明的输入条件，不是所有下游任
务的最终保证。

7 图缩减与 graph learning：保留的是哪一种信息
7.1 稀疏 Schur 补，而不是任意图池化
Kyng (2017, Theorem 1.2.5；第 3.4 节) 给出稀疏近似 Schur 补构造。用其指数误差约定，
对保留集 C、k = |C|、0 < η ≤ 1/2，可得到 Ŝ ≈exp

η SchurC(L)，失败概率为 O(δ)，且

nnz(Ŝ) = O
(
kη−2 log(n/δ)

)
, 构造时间Õ(m+ nη−2). (38)

这里 Õ 隐藏关于 n、失败概率及相应低阶对数的因子；输出随 k 缩小，并不意味着原定理
的构造代价可写成 Õ(m + kη−2)。单纯提前停止近似消元，也不自动得到该尺寸的边界矩
阵；稀疏 Schur 构造还要控制并稀疏化剩余结构。
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对学习任务，选择终端集 C 与在固定 C 上保能量是两个不同问题。定理对给定终端的
算子质量负责，不会自动告诉我们哪些节点最适合作为语义代表、读出位置或监督锚点。把
终端选择做成可学习决策，需要补充任务目标、离散选择的训练方法和外推评估。

7.2 谐波半监督学习与仅终端损失的精确约化

当终端标签/表示固定为 YC，最小化图 Dirichlet 能量得到

H∗
F = −L−1

FFLFCYC , min
HF

1

2
tr(H⊤LH) =

1

2
tr(Y ⊤

C SYC). (39)

这是经典谐波半监督学习的线性代数核心 (Zhu et al., 2003)。更一般地，若损失只依赖终
端，

min
HF ,YC

ℓC(YC) +
λ

2
tr(H⊤LH) = min

YC

ℓC(YC) +
λ

2
tr(Y ⊤

C SYC). (40)

这给出一个可靠的 graph-learning 研究接口：在边界损失不变的条件下压缩正则项。用谱
近似的 Ŝ 替代 S，可逐点控制正则能量；但最优参数或预测误差还需要损失曲率、可辨识
性等假设。若内部节点上也有监督、重建损失、非线性模块或不可消去的特征，式(40)就不
再描述完整目标。

7.3 Schur、诱导子图和 Galerkin 投影不是同一个操作

诱导子图只保留原来的终端间边；Schur 补加入内部路径产生的等效边；一般的粗化采用
延拓矩阵 P，构造 P⊤LP，只对 range(P ) 中的信号解释为原能量。Schur 对应的是特定谐
波延拓 Q，并且在固定终端值时对内部自由度取能量最小值，而不是任意聚类分配矩阵。
Loukas (2019) 的谱/割保证研究也提示：降低维度以后，应明确所保留的子空间与误差定
义，而不是笼统宣称“整个谱被保留”。
即使 Q⊤LQ = S，原信号的欧氏质量也变为 ∥Qy∥22 = y⊤Q⊤Qy。因此保留能量不等于

保持普通特征值问题的归一化；相应的受限 Rayleigh 商是 y⊤Sy/(y⊤Q⊤Qy)。关于低频特
征子空间的进一步保证，还需要适当的子空间覆盖、质量矩阵与谱间隙条件。

7.4 一个特别容易误用的等式：加质量项与消元不交换

很多传播层使用 µI + τL，其精确约化应该直接消元这个完整算子。通常

SchurC(µI + L) ̸= µIC + SchurC(L). (41)

考虑单位边权三节点路径，保留两端并令 µ = 1，直接计算得到

SchurC(I + L) =

[
5/3 −1/3
−1/3 5/3

]
, IC + SchurC(L) =

[
3/2 −1/2
−1/2 3/2

]
. (42)

两者之差为全 1/6 矩阵。另有恒等式 Q⊤(µI + L)Q = µQ⊤Q + S，但这个固定于 L 的 Q
也一般不是 µI + L 的能量最优延拓。对扩散、正则化和隐式 GNN，这意味着“先压缩
Laplacian，之后随便补一个单位阵”并不自动等价于原模型。
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8 隐式传播、稳定性与可微求解：可以直接用的推导
8.1 正则化 resolvent 的误差界

设 A = µI + τL，µ > 0、τ ≥ 0，并考虑多右端项传播

AH = X, Â = µI + τL̂, ÂĤ = X. (43)

这是一个定义清楚的线性层；若原损失采用 µ ∥H −X∥2F /2，相应右端项应改为 µX。这里
固定 A,X，不把训练中的变化偷偷放进同一个误差符号。

Proposition 5 (隐式传播稳定性，[推导]) 若式(3)成立，则∥∥∥Ĥ −H
∥∥∥
A,F
≤ ε

1− ε
∥H∥A,F , (44)∥∥∥Ĥ −H

∥∥∥
F
≤ ε

µ(1− ε)
∥X∥F . (45)

Proof 因 τL ⪯ A，有 (1 − ε)A ⪯ Â ⪯ (1 + ε)A。将式(17)的正定版本逐列应用得到第一
式。再用 A ⪰ µI 及

∥∥A−1X
∥∥
A,F
≤ ∥X∥F /

√
µ 得到第二式。

若损失对 H 是 K-Lipschitz，损失差不超过式(45)右端乘以 K。这是固定模型和输入的前
向误差界，不是泛化界，也没有证明近似训练与原训练最终找到同一个参数。更精细的分
析可利用

Â−1 −A−1 = −Â−1τ(L̂− L)A−1 (46)

考察输入落在哪些图频率方向上，而不是仅报告最坏情形上界。
对多项式滤波 p(L) =

∑q
j=0 ajL

j，一个直接的欧氏算子界是

∥∥∥p(L̂)− p(L)
∥∥∥
2
≤

∥∥∥L̂− L
∥∥∥
2

q∑
j=1

|aj |jM j−1, M = max{∥L∥2 ,
∥∥∥L̂∥∥∥

2
}. (47)

它来自矩阵幂差的非交换望远镜展开。高阶多项式、较大系数或多层 Lipschitz 常数可放大
误差；谱近似并不凭空消除这些因素。

8.2 边权梯度：两个线性求解就能写出精确形式

令 G = ∇Hℓ(H)，伴随变量 U 满足 AU = G。固定 µ, τ 时，对输入与图的微分有

dH = A−1dX − τA−1(dL)H. (48)

由于 ∂L/∂we = beb
⊤
e，

∂ℓ

∂we
= −τ

〈
b⊤e U, b

⊤
e H

〉
= −τ ⟨Uu − Uv,Hu −Hv⟩ . (49)

该式表明边权梯度取决于前向信号差与伴随信号差的对齐，而不是仅取决于边权或有效电
阻。如果用 we = softplus(θe) 保持正权，再乘以 sigmoid(θe)。若 X、µ、τ 或损失显式依
赖边权，必须额外加入对应链式项。

11



Laplacian Theory and Graph DeltaNet

8.3 前向与反向的求解容差应该一起预算
设 H̄, Ū 是近似解，残差 r = X −AH̄、s = G−AŪ。对任意矩阵右端项，∥∥H̄ −H

∥∥
A,F

= ∥r∥A−1,F ,
∥∥Ū − U

∥∥
A,F

= ∥s∥A−1,F . (50)

定义 δH , δU 为上述两误差，RA
e = b⊤e A

−1be。由能量 Cauchy–Schwarz 不等式可得

|ḡe − ge| ≤ τRA
e

(
∥U∥A,F δH + ∥H∥A,F δU + δHδU

)
, (51)

其中 ge 由式(49)定义。证明只需展开两个内积之差，再使用
∥∥b⊤e Z∥∥

2
≤

√
RA

e ∥Z∥A,F。RA
e

是正则化算子的对应二次型，不应与无质量项的 Re 混同。
式(50)的反向右端项是精确 G = ∇ℓ(H)。实际代码常用 Ḡ = ∇ℓ(H̄)，这时还需计入∥∥Ḡ−G

∥∥
A−1,F

；若梯度为 Lg-Lipschitz，此项不超过 Lg

∥∥H̄ −H
∥∥
F
/
√
µ。只报告前向残差，

而不检查反向求解及损失梯度的变化，不能宣称梯度已经受控。

8.4 谱近似不推出参数导数近似
令原图与参数无关，Lθ = L0，而近似图为

L̂θ = (1 + ε sin(ωθ))L0. (52)

它对所有 θ 都满足 1± ε 谱近似，但 ∂θL̂θ = εω cos(ωθ)L0，可随 ω 任意大。在 θ = 0，两
图甚至完全相同，导数却不同。因此即使谱保证对所有参数一致成立，也不能单凭它推出
训练梯度一致。
如果采样概率 pθ(ξ) 随参数变化，期望目标的微分还包括分布项：

∇θEξ∼pθfθ(ξ) = E[∇θfθ(ξ) + fθ(ξ)∇θ log pθ(ξ)] , (53)

在允许交换微分与期望的条件下成立。忽略第二项不自动得到无偏梯度。较稳妥的实现路
线是：把随机近似因子作为原算子 A 的预条件器，前向/伴随都迭代求解原系统，隐式微分
原方程。这样不需要把预条件器误当成模型定义；仍须记录构造成本、有限容差与图更新
后的有效性。

9 与 DAG Graph DeltaNet 的真正接口：多端口、路径和与误差度量
9.1 先固定递归语义，不把问题改写成静态回归
以下形式用来说明消元机制，不声称代替当前项目中尚待固定的全部架构细节。对 DAG 节
点 v，设状态 Sv ∈ Rdv×dk，多前驱合并及 Delta 更新为

Mv =
∑

u∈pred(v)
αuvSu, (54)

Sv = Mv + βv(vv −Mvkv)k
⊤
v = MvAv + βvvvk

⊤
v , Av = I − βvkvk

⊤
v . (55)

这里 vv 是 value 向量，不是节点索引；假设一次前向中 α, k, v, β 由输入预先确定，而不依
赖尚未计算的递归状态。若门控依赖 Su，整体系统一般非线性，下面的固定线性消元就不
能原样成立。讨论精确并行化时，这个假设必须出现在方法章节，而不能留在实现细节中。
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使用按列向量化 sv = vec(Sv)，相同状态宽度下有

Kvu = αuv(A
⊤
v ⊗ Idv), bv = vec(βvvvk⊤v ), T s = b, T = I −K. (56)

在拓扑排序后，K 为严格块下三角。若最长有向路径有 D 条边，KD+1 = 0，因此

(I −K)−1 = I +K + · · ·+KD. (57)

每个块是沿有向路径按顺序相乘的矩阵贡献之和。它是原递归的精确重写，不是把 Delta
更新替换成 Graph Ridge，也不需要引入一个新的静态最小二乘训练目标。

9.2 非交换性与拓扑排序：顺序不可以随便交换

即使 Av 都对称，也不意味着相互交换。例如

A1 =

[
0 0
0 1

]
, A2 =

1

2

[
1 −1
−1 1

]
, A1A2 ̸= A2A1. (58)

两者都可由单位 key、β = 1的 Delta因子产生。因此“并行”应该意味着重组计算并保留有
向路径上的有序乘积，而不是把各门控当成可交换标量。序列 DeltaNet 的 WY/chunkwise
表达说明低秩更新可被代数重排为适合矩阵运算的形式 (Yang et al., 2024)；多前驱图还要
显式表示合流的多端口依赖，不能只把序列下标改成节点下标。
若节点重编号对应块置换 P，有 K′ = PKP⊤、b′ = Pb，则 s′ = Ps。这给出固定线性

递归的置换等变性。不同合法拓扑调度计算同一个方程，不改变路径语义；但用原始节点
编号挑 chunk、裁剪路径或分配随机样本，可能破坏逐样本等变性。随机算法需区分固定耦
合随机性下的等变与仅分布意义的等变。

9.3 块消元给出精确多端口传输，而非 PSD 能量最小化

将一组内部状态记为 F，外部/边界状态记为 C，一般的非对称消元仍然成立：

Teff = TCC − TCFT −1
FF TFC

= I −KCC −KCF (I −KFF )
−1KFC , (59)

beff = bC − TCFT −1
FF bF . (60)

TFF 可逆，因为诱导子图仍无环；式(59)保留经过内部路径的全部有序传输。但一般没有对
称性、Laplacian 符号结构或式(8)的能量最小化解释。
对一个 chunk，把输入端口状态堆为 p，内部满足 TFF sF = bF + KFP p，输出定义为

y = Dcp+ CcsF。则
y =

(
Dc + CcT −1

FFKFP

)︸ ︷︷ ︸
Tc

p+ CcT −1
FF bF︸ ︷︷ ︸
gc

. (61)

这就是最值得从消元视角借用的接口：一个多端口仿射算子 (Tc, gc)，而不是单一递归状态
或只有传输矩阵的接口。Graph-UT / Multi-port WY 可以寻求它的精确结构化表示和高效
应用；不必先引入任何随机近似。若当前模型还需要 chunk 内节点的输出或梯度，应保留
回代/重计算所需信息，而不是认为端口映射已经包含所有读出。

13



Laplacian Theory and Graph DeltaNet

输入端口 p
多条前驱路径

内部状态 sF
保留有序
Delta 乘积

输出端口 y
Tcp + gc

Tc = Dc + CcT −1
FFKFP， gc = CcT −1

FF bF

精确分块先保语义；是否压缩接口，是后续独立选择。

Figure 2: 面向多前驱 DAG 的消元接口。与 Laplacian 消元共享分块恒等式，但不共享半
正定能量保证。图为本文根据式(61)绘制。

9.4 非对称系统应使用什么误差界

设近似消元最终得到 T̂ = T + E，原系统解 s = T −1b。对某个一致的诱导范数，若

η =
∥∥T −1E

∥∥ < 1, (62)

则 Neumann 展开给出

∥ŝ− s∥ ≤ η

1− η
∥s∥+

∥∥T −1∆b
∥∥

1− η
, (T + E)ŝ = b+∆b. (63)

这是一个可直接使用的 [推导]，但它依赖 T −1 的放大作用，不是 Laplacian 的谱序结论。
局部端口算子误差小，仍可能被下游传播放大。T 的全部特征值都是 1 也无济于事：非正
规下三角矩阵的奇异值条件数与逆范数可以很大。
若 0 ≤ βv ∥kv∥22 ≤ 2，则 ∥Av∥2 ≤ 1。但与 kv 正交的方向仍有特征值 1，故不保证严格

收缩。若 αuv ≥ 0 且每行权重和不超过 1，在块最大范数下，合并–门控不放大单步状态差，
但每步新误差仍可沿深度累积。若进一步有严格上界 γ < 1，则

∥∥(I −K)−1
∥∥ ≤ 1/(1 − γ)；

这是额外的架构稳定性假设，也可能引入遗忘，不应为了得到漂亮界而悄悄改变模型语义。
把方程乘成 T ⊤T s = T ⊤b 虽能产生 SPD 正规方程，却通常不产生 Laplacian 或对角占

优矩阵，而且会平方条件数并可能增加 fill-in。因而“先做正规方程再调用 Kyng”不是无
成本的理论桥梁，也不是本文建议替代当前递归主线的方法。

9.5 若将来要近似端口：矩形矩阵采样的正确起点

[设想] 假设已经得到某个固定端口算子的可枚举分解 Tc =
∑N

i=1Bi。独立按 pi > 0 抽取 q
个索引，可定义

T̂c =
1

q

q∑
j=1

BIj

pIj
, ET̂c = Tc. (64)

这里的 Bi 不需要对称或 PSD。对矩形误差使用自伴扩张

D(E) =

[
0 E
E⊤ 0

]
, ∥D(E)∥2 = ∥E∥2 , (65)
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便可以应用矩阵集中不等式 (Tropp, 2011)。例如独立样本时，可取增量界与方差参数

R =
1

q

(
max

i

∥Bi∥2
pi

+ ∥Tc∥2
)
,

σ2 =
1

q
max

{∥∥∥∥∥∑
i

BiB
⊤
i

pi
− TcT

⊤
c

∥∥∥∥∥
2

,

∥∥∥∥∥∑
i

B⊤
i Bi

pi
− T⊤

c Tc

∥∥∥∥∥
2

}
, (66)

P(
∥∥∥T̂c − Tc

∥∥∥
2
≥ t) ≤ (dout + din) exp

[
− t2

2(σ2 +Rt/3)

]
. (67)

这些是固定矩阵分解的标准概率工具，不是已经得到的 Graph DeltaNet 高效算法。真正需
要解决的是：Bi 是否能廉价访问、其数量是否指数增长、采样权重如何估计、gc 如何共同
处理、局部误差如何满足式(62)，以及学习门控变化后是否还保持保证。若为了采样显式枚
举所有 DAG 路径，已经失去了分块方法要解决的计算优势。

10 推广到有向图和向量边：哪些桥存在，哪些桥不存在
10.1 Eulerian 有向 Laplacian 与一般 DAG 不是同一个类

采用 Aij = w(i→j) 的约定，令 Ldir = Dout −A⊤，其列和为零。Eulerian 平衡进一步要求
每个节点入度权重等于出度权重，从而 Ldir1 = 0。在适当连通条件下，U = (Ldir +L⊤

dir)/2
是对称 Laplacian，可用如下非对称误差量：∥∥∥U †/2(L̂dir − Ldir)U

†/2
∥∥∥
2
≤ ε. (68)

同时必须满足相应的左右零空间兼容条件。只控制二次型是不够的，因为 x⊤Ldirx = x⊤Ux
看不到反对称部分；同一个三节点有向环及其反向环就有相同的 U，却有不同的方向传输。

Kyng 博士论文第 5 章与后续稀疏 LU 工作采用更精细的有向消元、平衡性与内部块条
件来控制误差 (Kyng, 2017; Cohen et al., 2018)。完整分解分析还可能使用构造的辅助度量
F，不能把最终 LU 保证简单地替换为无向的 1± ε Loewner 序。对有向图，消去节点生成
的是入邻居到出邻居的有向相互作用；维护入/出平衡本身就是算法约束。

Proposition 6 (无非平凡正权 Eulerian DAG，[标准]) 有限无环有向图若每个节点的
加权入度等于加权出度，且边权均为正，则图中没有边。

Proof DAG 存在源点，其入度为零，平衡性迫使出度权重也为零。删除该孤立源点后重
复，最终所有边均不存在。

所以当前多前驱 DAG 不能仅因为“也是 directed graph”，就直接适用 Eulerian Laplacian
求解定理。若做强连通扩充或添加反向边，必须重新检查是否改变了原递归语义。

10.2 Connection Laplacian 是更接近矩阵消息的特殊结构

对每条无向边给定正交传输 Oij ∈ Rr×r，满足 Oji = O⊤
ij，连接 Laplacian 的能量为

x⊤Lconnx =
∑
{i,j}

wij ∥xi −Oijxj∥22 . (69)
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核验项目 测得误差/数值 参照或上界

星形消元矩阵相对误差 0 精确恒等式
团采样期望相对误差 9.10×10−17 精确无偏
谐波延拓能量相对误差 2.32×10−16 精确恒等式
终端有效电阻最大相对误差 2.66×10−15 精确保持∑

e τe − (n− 1) 的绝对值 1.42×10−14 0
Schur 谱误差 εS 0.06940 原图误差 0.09224
隐式传播相对能量误差 0.03712 0.10161

取 L̂ = 0.8L 时解误差 0.25000 0.25000
质量项与消元不交换：差的 Frobenius 范数 0.33333 1/3
隐式边权梯度与中心差分的绝对误差 9.25×10−10 数值微分检查
DAG 终端精确消元相对误差 6.60×10−17 精确恒等式
DAG 扰动解相对误差 0.03537 0.11111

Table 2: 本次随附脚本的实际输出，完整精度见 verification_results.json。这些结果
核验推导和实现，不验证 KS16 的整体随机失败概率、近线性复杂度或 Graph
DeltaNet 学习表现。

其对角块为加权度乘 Ir，非对角块为 −wijOij。它满足块对角占优（bDD）条件

Mii ⪰ Ir
∑
j ̸=i

∥Mij∥2 . (70)

Kyng et al. (2016) 研究了这个结构及更一般的 bDD 系统，得到稀疏消元与多重网格型求
解结果。读复杂度时有两个限制：块宽 r 在相应近线性表述中视为常数；该文 Theorem 1.3
中 O(n) 块非零元因子的存在/多项式时间构造，不能与 Theorem 1.2 的快速求解器混成
“近线性时间直接构造那个更强稀疏因子”的结论。

普通 Delta 因子 I − βkk⊤ 一般不是正交矩阵。甚至“边映射是收缩”也不足以保证
bDD：能量 (x1 − ax2)

2，0 < a < 1，对应矩阵[
1 −a
−a a2

]
⪰ 0, a2 < a, (71)

第二行不对角占优。因此 connection Laplacian 是研究可学习几何/正交边传输的扎实起点，
但不是任意矩阵消息、任意门控或任意 PSD 能量的免费求解器。添加足够大的正则项可能
恢复某些结构，却会改变原目标，应作为明确的新模型选择而非技术性等价变形。

11 数值核验与建议的研究推进顺序
11.1 已执行的核验：只验证代数，不冒充学习或加速实验
随附 verify_formulas.py 用 NumPy/SciPy 的 float64 稠密运算实现独立核验，随机种子
为 20261010。随机图有 n = 24、m = 50，终端数为 7。表2记录本次实际运行结果；不同
BLAS/平台下最后几位可能有差异。对采样器，程序枚举全部双抽样结果来验证精确期望，
并非用少量 Monte Carlo 样本推断无偏性。
谱误差实验将每条边乘以 [0.85, 1.15] 中的独立正因子，没有删除边，因而不是稀疏化实

验。矩阵谱误差通过 1⊥ 上的广义特征值计算，避免把 Laplacian 的零特征值纳入条件数。

16



Approximate Elimination for Graph Learning

DAG 核验使用小型固定系数块三角系统，不是完整的 Graph DeltaNet/WY 实现。数值一
致只能支持这些实例，不能替代上述定理证明。

11.2 第一优先级：精确 Graph-UT / 多端口 WY 的正确性与并行性

当前主线宜先保持精确。把逐节点多前驱 Delta 递归作为 oracle，对照 Graph-UT 与多端
口 chunk 表达，测试不同拓扑宽度、深度、合流度、端口数、chunk 划分及状态宽度。在
float64 下比较前向误差与随机方向梯度；对小规模实例再做有限差分。置换节点编号并耦
合相同随机性，验证等变性与合法拓扑调度不变性。
论文方法的关键不应仅是“能写出块矩阵”，而应说明哪些工作跨 chunk 可独立完成，

哪些端口状态必须等待前驱，哪些输出能转为大矩阵运算；同时明确不显式展开所有路径。
数学等价、低同步深度和实际 GPU 高吞吐是三个不同证据层级。目前本笔记没有实现或测
量 Triton/CUDA 内核，因此不提供任何已获加速倍数。

11.3 第二优先级：把 Laplacian 保证用于一个真正匹配的模块

在确实采用正权无向图能量的任务上，可增加一个边界读出、谐波插值或隐式扩散模块，并
保持当前 Delta 递归主干不变。比较精确直接求解、原算子迭代求解、随机近似因子预条
件，以及直接替换近似算子的差异。后两者分别是“近似算法求原模型”和“精确求另一个
近似模型”，应单独报告。
对于多个特征通道和多轮训练，要区分因子一次设置成本、多右端项应用成本、反向成

本及边权变化导致的重建成本。至少报告能量误差、原方程残差、梯度误差、任务损失/指
标、边/因子非零元数、峰值显存和端到端时间。若只测复用固定图时的求解，而学习过程
中图每步变化，就不能把同一个摊销结论用于训练。

11.4 第三优先级：有可控收益时再研究近似端口压缩

近似端口可以作为第二阶段方向，但需先测精确多端口表示的真正瓶颈：是端口宽度、稀
疏 gather、局部三角求解、同步依赖，还是显存带宽？仅在压缩确实针对主成本时，再研
究式(64)及式(63)。合理的目标是“给定深度/稳定性假设下的输出与梯度误差预算”，而不
是预先宣称得到适用于任意 DAG 的近线性 Laplacian 型求解器。
后续文献可用于定位实现难点。Baumann and Kyng (2024) 通过低度节点集合等机制研

究近似消元的并行 work/depth；Liang et al. (2026) 的 2026 年修订预印本专门处理随机预
条件器中的依赖追踪。这些工作支持“稀疏消元的并行调度本身是一项研究问题”的判断，
却不能证明密集 WY 内核与稀疏消元具有相同瓶颈或性能。Gao et al. (2023) 则适合对照
理论采样和实际鲁棒性之间的距离。

11.5 回读原文的路线与最终判断

结论。对 Laplacian graph learning，最有用的公式是能量最小化式(8)、星形–团式(11)、
Schur 误差继承式(15)、逆稳定性式(17)和隐式梯度式(49)。对当前 DAG Graph DeltaNet，
最有用的不是把这些谱保证改个名字，而是精确多端口接口式(61)及其非对称误差条件
式(62)。两条线可共存：前者提供有明确能量语义的辅助模块，后者继续保持递归 Delta 主
线的非交换路径语义。先证明并实现精确并行，再决定近似什么，是更稳妥且更容易形成
可审查贡献的推进顺序。
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原始材料 回读时要解决的问题

Kyng 博士论文，第 2 章 核对指数谱近似、伪逆、零空间和 Schur 补的约定。
KS16，第 3 节与算法页 核对主定理的概率/期望限定；逐步推导双抽样权重。
KS16 的误差分析部分 追踪当前随机图、固定原图白化、停止事件与方差控制。
Kyng 博士论文，第 3.4 节 区分稀疏因子、部分消元与稀疏边界 Schur 输出。
Kyng 博士论文，第 2.4、4
章

核对生成树、leverage 边缘概率及行列式与消元的关系。

Kyng 博士论文，第 5 章及
有向 LU

核对 Eulerian 条件、左右零空间及辅助误差度量。

Connection Laplacian论文 核对 bDD、固定块宽，以及快速求解与稀疏因子存在性。

Table 3: 按照“能量语义 → 随机消元 → 学习接口 → 适用边界”的顺序回读，比直接从全
部技术引理开始更适合当前研究。章节号对应本文引用版本；纸本页码与 PDF 页
序可能不同。

Appendix A. 内部节点恢复：终端等效不是全部预测等效
A.1 完全相同的 Schur 补，也能给出不同的内部值
考虑一个内部节点连接两个终端的星形，边权为 a, b。消元后的两终端等效边权为 ab/(a+b)，
而给定终端值 y1, y2 的内部谐波值是

hF =
ay1 + by2
a+ b

. (72)

边权 (a, b) = (2, 2) 与 (4, 4/3) 都产生权重为 1 的终端边，即两者的 S 完全相同。可是当
(y1, y2) = (1, 0) 时，内部预测分别为 1/2 与 3/4。所以从 S 的精确保持或近似保持，不能
单独恢复所有内部表示。这是对“池化无损”的一个最小反例：无损必须相对于明确的观察
位置与任务定义。

A.2 完整图的谱近似可以额外控制谐波恢复误差
Proposition 7 (固定边界下的恢复稳定性，[推导]) 设 L, L̂在同一节点集上满足式(3)，固
定同一个 YC，令 H、Ĥ 分别为两图的谐波延拓。若 LFF ≻ 0，则∥∥∥Ĥ −H

∥∥∥
L,F
≤ ε

1− ε
∥H∥L,F , (73)∥∥∥ĤF −HF

∥∥∥
F
≤ ε

(1− ε)
√
λmin(LFF )

∥H∥L,F . (74)

Proof 记 E = Ĥ−H，则 EC = 0，而谐波最优条件给出 tr(E⊤L̂Ĥ) = 0与 tr(E⊤LH) = 0。
因此

(1− ε) ∥E∥2L,F ≤ tr(E⊤L̂E) = − tr
(
E⊤(L̂− L)H

)
≤ ε ∥E∥L,F ∥H∥L,F . (75)

最后一步由式(4)逐列应用 Cauchy–Schwarz 得到。除去 E = 0 的平凡情况后约去其能量范
数，得到第一式。又因 EC = 0，∥E∥2L,F = tr(E⊤

F LFFEF )，得到第二式。

两个假设差别是实质性的：前一反例仅保持终端 S，本命题保持整个原图的谱几何。式(74)还
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揭示了终端选择的作用：若某些内部区域与边界耦合很弱，接地块的最小特征值很小，即
使能量误差有界，逐点或欧氏预测误差仍可能大。对稀疏标签学习，终端覆盖和算子近似
质量应分开评估。

Appendix B. DAG 递归的伴随：精确并行实现应该核对哪些梯度
B.1 非对称线性系统的微分
对式(56)，令 g = ∇sℓ，解转置伴随系统

T ⊤u = g, dℓ = u⊤db+ u⊤(dK)s. (76)

这是由 T ds = db+ (dK)s 直接得到的恒等式。这里不能像对称 Laplacian 那样不加区分地
复用相同方向的求解；转置系统沿反向拓扑依赖传播。对单个块有 ∇Kvuℓ = uvs

⊤
u，但若多

个块共享同一组门控参数，应先按链式法则汇总，而不能当作互不相关的自由矩阵。

B.2 Delta 更新本身的局部反向公式
将总伴随还原为与 Sv 同形状的 Uv，并令 Gu 为损失对节点状态的直接贡献，则

Uu = Gu +
∑

v:u∈pred(v)
αuvUvA

⊤
v . (77)

在门控和混合系数的直接依赖固定时，设 rv = vv −Mvkv，可得

∂ℓ

∂αuv
= tr(U⊤

v SuAv), ∇vvℓ = βvUvkv, (78)

∂ℓ

∂βv
= ⟨rv, Uvkv⟩ , ∇kvℓ = βv

(
U⊤
v rv −M⊤

v Uvkv
)
. (79)

key 的梯度有两项，因为 kv 同时出现在预测残差和写入方向中。若 key 做归一化、α 来自
softmax、β 来自 sigmoid，继续对这些参数化反传；若 loss 或其他模块还有直接依赖，也
应加上它们。以上是递归数学的参考梯度，不依赖某一种 WY 内核实现。
精确多端口表示的训练等价性，至少应对照式(76)–(79)。前向一致并不能排除自定义

backward 遗漏源项、混合权重或 key 的第二项。保存内部状态、checkpoint 重计算或保存
结构化因子，是内存与计算量的选择，不能改变应求导的原方程。随附脚本核验一般 DAG
伴随的方向导数和一个独立局部 Delta 更新的四类参数梯度；这仍不等于已经验证完整
Graph-UT / WY 训练实现。
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